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1 前ق

在這篇講義中，我們會試著滿足小時候某種幻想。我相信對於蠻多人 (至少我) 在剛
開始學習函數方程的時候都會幻想如果可以確定解答是多項式或是連續函數該有多好。

然而這幻想很快地就會被一些函方的奇怪解給毀滅，例如：科西方程。不過對於大多數

函方，他們的解都是” 好的”，這裡” 好的” 可能是指連續或可微。所以接下來我會列出
一些微積分中會教到的定義、定理、性質，然後使用它們處理函方問題。不過因為用到

的工具大多會需要使用大量不等號，所以可以處理的問題就侷限在 R+ 以及少數 R 的函
方。

2 你會數數༏

首先，我們要先來了解集合的大小到底是什麼意思，雖然這跟後續內容關連不大，

但我認為可數與不可數的概念在微積分裡面是相當重要的。

問題 給定兩個集合，他們什麼時候一樣大？{ 狗狗，貓貓，眼皮，鴨子 } 跟 {1, 2, 4, 5}
這兩個集合是不是一樣大？正整數跟整數呢？實數呢？

答ਢ 我們發現在有限的時候，兩個一樣大的集合間會有一個雙射函數 (也就是單射且滿
射)，如果一個比另一個大的時候，存在從小的送到大的的單射函數。所以我們想把這個
定義推廣到元素個數無窮的時候。

定義 1 兩個集合 A,B，我們說 |A| = |B| 代表存在雙射函數 f : A → B

性質 1 對於任意集合 A,B,C，我們都有

1.|A| = |A|
2. 如果 |A| = |B|，那麼 |B| = |A|
3. 如果 |A| = |B|, |B| = |C|，那麼 |A| = |C|

證明: 首先，第一條是顯然的，因為我可以找到把每個元素都映射到自己的函數，這個函
數顯然是雙射的。第二條則是因為任意的雙射函數都存在反函數。而第三條則是因為 A

送到 B 的雙射函數合成 B 送到 C 的雙射函數是一個 A 送到 C 的雙射函數。

附ຏ 通常我們會稱第一條叫做自反性，第二條為對稱性，第三條為傳遞性，如果一個

關係滿足這三條則稱為等價關係，而想像中等價關係就是把我們所關心的物件分成一包
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一包的，每一包內兩兩都滿足這個關係 (在上述情況中就是把集合分成好幾類，每一類的
大小都一樣大)

定義 2 兩個集合 A,B，我們說 |B| ≥ |A| 代表存在單射函數 f : A → B

附ຏ 如果存在單射函數 f : A → B，則存在滿射函數 g : B → A。這命題反過來在承認

選擇公理的情況下會對，不承認的情況下我也不知道。

性質 2 對於任意集合 A,B,C，我們都有

1. 如果 |A| ≥ |B|, |B| ≥ |C|，那麼 |A| ≥ |C|
2. 如果 |A| ≥ |B|, |B| ≥ |A|，那麼 |A| = |B|

證明: 第一條是因為一個 C 送到 B 的單射函數合成 B 送到 A 的單射函數是一個 C 送到

A 的雙射函數。

然而第二條的證明則比較技巧性一點，由條件我們可以知道存在單射函數 f : A →
B 以及單射函數 g : B → A，我們考慮對於 A 或 B 中的任意元素 x，考慮所有可以透過

f, g 交互迭代走到他，或是他可以走到的元素們，則由於 f, g 單射，我們只會有三種情

形：

1. 有起點的鏈：從起點出發，可以把鏈上的點做兩兩配對。

2. 兩端無窮長的鏈：把每一個 A 中的點 a 與 f(a) 兩兩配對。
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3. 一個圈：把每一個 A 中的點 a 與 f(a) 兩兩配對。

綜合上述，我們把 A 跟 B 的點之間做了一個一一對應，所以令我們要找的雙射函數為這

個對應，就證明完畢了！

定義 3 如果 |A| ≤ |N|，那我們稱 A 為可數多個

性質 3 如果 A 有無窮多個元素，且 A 可數，則 |A| = |N|

證明: 根據假設，存在單射函數 f : A → N，令 f(A) = {a1 < a2 < ...}，其中 f(A) 代

表 A 對應過去的值域，則令 g : f(A) → N，g(ai) = i，則 g ◦ f : A → N 是一個雙射
函數。
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ግ習 1
1.|N| = |N ∪ {狗狗}|
2.|N| = |Z|
3.|N| = |N× N|
4.|N| = |Q|

證明: 事實上，我們要證明的就是上述四條的右邊的集合是可數的，也就是我們可以找到
一個編號方法，把集合內每個元素編號。

第一條我們可以給狗狗編號 1，1 編號 2，2 編號 3，以此類推。

第二條我們依序給 0, 1,−1, 2,−2, ... 編號。

第三條我們可以用「對角線方法」編號，順序為 (1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 1)...。

第四條實際上可以簡單的證明 |Q| ≤ |N× N|，這部分讓讀者自行思考。

附ຏ 這些實際上是著名的希爾伯特旅館問題，有興趣的讀者可以自行搜尋原始敘述。

定理 1 |R| 
 |N|

證明: 我們在之後會實際的建構實數，而在這裡我們先把實數當成是整數部份加上任意寫
的小數部分，但是小數後若干位的 999... 跟把 9 都捨去後前一位加 1 的有限小數是相同
的 (例如 2.999... = 3)。

事實上，我們可以證明 (0, 1] 區間的實數就比 N 還多，若命題為前者否，則我們
可以把 (0, 1] 區間的實數用正整數編號，假設第 i 號的實數是 ai，我們考慮把所有實

數做十進制展開，而且每個數都展開成無窮小數 (結尾不是 000...)，並選取一個實數
x ∈ (0, 1] 滿足：x 在小數點後第 i 位跟 ai 不同，且 x 不是有限小數。則 x 根本沒被數

到，矛盾！

3 數س建構

在了解微積分之前，我們應該要先了解我們平常在操作的數到底是什麼，所以在這

個章節中，將會先介紹整數、有理數、實數的建構過程，以及一些基本的性質。

定義 4 (皮亞諾公設) 正整數的建構如下：
1.1 是正整數。
2. 每一個正整數 a，都有唯一一個它的後繼數 a′ 是正整數。

3. 兩個正整數相等若且唯若他的後繼數相等。
4.1 不是任何正整數的後繼數。
5. 任意關於正整數的命題，如果證明了它對正整數 1 是對的，又假定它對正整數 n 為真

時，可以證明它對 n′ 也真，那麼命題對所有正整數都真。

然而我們實際上可以在上面定義 +,×,≥，而我們也可以將正整數、「零」、「負整數」
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(建構方法可以直接視為另一坨正整數) 蒐集起來，定義為整數，而可以發現這樣形成的
集合是一個加法群，大致說起來就是上面也有 − 運算。

定義 5 一個集合 S 上的關係 ∼ 為一堆 (a, b) ∈ S × S(記為 a ∼ b) 所形成的集合，若一
個關係 ∼ 滿足：
1.x ∼ x

2.x ∼ y ⇒ y ∼ x

3.x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z

則稱 ∼ 為一種等價關係。

可以想像如果有一種等價關係就可以把 S 分成很多包東西，每一包裡面任兩個元素

都等價，考慮把每一包當成一個元素，形成的集合定為 S/ ∼。
而進到有理數的建構，我們可以想像有理數是一堆由分子與分母所形成的數對 S :=

{(a, b)|a, b ∈ Z, b ̸= 0}，但 (1, 2) 應該要跟 (2, 4) 是同一個有理數，所以我們應該要用上

述的等價關係處理。

定義 6 令 S := {(a, b)|a, b ∈ Z, b ̸= 0}，定義等價關係 ∼：

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad− bc = 0

而有理數定為 Q = S/ ∼。

然而類似的也可以定義有理數上的 +,−,×,≥，然而注意到每個非零的有理數都找
的到他的「乘法反元素」，所以我們在有理數上可以定義 ÷。實際上我們在上述定義之前
只知道整數上的 +,− 運算，所以在定義中只能使用這些，而之後定義的有理數上的運算
可以證明跟原先整數上的運算是一致的。

然而在定義實數的時候，我們想像中實數應該是用有理數逼近而得出的，所以我們

應該要先嚴謹的定義「收斂」。

定義 7 定義數列 a1, a2, ... 收斂到 a 為：

∀ε > 0,∃N ∈ N, s.t. n > N ⇒ |an − a| < ε

記為 limn→∞ an = a，並稱 a 為這個數列的極限值。

附ຏ 上述式子看似非常可怕，而他的意義為：當你選一個小小的距離 ε 時，當 n 夠大

的時候 (也就是 n > N 時) an 都要跟 a 距離小於 ε。

雖然上述定義目前只能在有理數上，但當我們建構完實數後，上述定義也可以適用

在實數數列上。

所以我們可以來建構我們想像中的實數了，想像每個實數都是由一個遞增數列跟一

個遞減數列夾出來的，而且這兩個數列可以任意的靠近，才會只夾出一個數，所以我們

就有以下的定義了。
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定義 8 令 {an} 表示數列 a1, a2, ...，並令

S := {({an}, {bn})|∀n ∈ N, an, bn ∈ Q, bn > an, {an}遞增, {bn}遞減, lim
n→∞

(bn − an) = 0}

再定義等價關係 ∼：

({an}, {bn}) ∼ ({cn}, {dn}) ⇔ lim
n→∞

(cn − an) = 0

並定義實數為 R = S/ ∼。

同樣我們也可以定義實數上的 +,−,×,÷,≥，而且與有理數上的運算是一致的。
而我們造出的實數有一些性質，例如它滿足阿基米德性質，它是唯一一個有序完備

體之類的，不過由於筆者比較偷懶 (?)，以下將會介紹實數的完備性，而在了解完備性之
前，我們要先了解柯西數列的定義。

定義 9 若 {an} 滿足：

∀ε > 0,∃N ∈ N, s.t. m,n > N ⇒ |an − am| < ε

則我們稱它是一個柯西數列。

附ຏ 上述定義大致上是說，給定一個小小的 ε，當項數夠大的時候 (也就是 n,m > N

時)，任兩項的距離都會夠小。

性質 4 任何一個實數上的收斂數列都是柯西數列。

然而想像中柯西數列都要收斂，但我們不知道他的極限值會是誰，例如

1, 1.2, 1.23, ..., 1.23456789101112, ...

是一個有理數柯西數列，但我們無法在有理數裡面找到他的收斂值。

定理 2 (實數完備性) 所有實數柯西數列 {an} 在實數裡會收斂，也就是存在實數 a 使得

limn→∞ an = a。

在這我只會大致上描述定理的證明方法，細節將留給讀者思考。

實際上我們可以得到，當項數 n 夠大的時候，數列會有上下界，而我們可以適當的

選取讓上下界都是有理數，每次都把上下界形成的區間切成一半，則該數列要嘛收斂到

切開的位置，要嘛在項數更大之後只會落在某個區間內，而第二種情況可以造出一個有

理數的遞增數列及遞減數列夾住這個數列，且上下距離收斂到 0，也就找到了原數列收斂

到的實數了。

然而，鄉民們最常問的 0.999... 到底是怎麼回事呢？事實上我們寫無窮小數的意義，

就是令 an 為它的小數點後前 n 位所形成的有限小數，而這個無窮小數所代表的實數值，

就是 limn→∞ an，所以讀者應該可以發現 0.999... = 1 了。(實際上這是較為正確的講法，
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坊間流傳的 ×10 或是等比級數之類的說法，充其量只是一個解釋，並不是一個良好的證

明)。

4 極限與連續

同樣的我們也可以定義一個函數的極限，並且進一步了解函數的連續性的意思。

定義 10 定義一個實數函數 f(x) 當 x 趨近無限大的時候收斂到 a 為：

∀ε > 0,∃N ∈ R, s.t. x > N ⇒ |f(x)− a| < ε

記為 limx→∞ f(x) = a，並稱 a 為 f(x) 當 x 趨近無限時的極限值。

定義 11 定義一個實數函數 f(x) 當 x 趨近 b 的時候收斂到 a 為：

∀ε > 0,∃δ > 0, s.t. 0 < |x− b| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε

記為 limx→b f(x) = a，並稱 a 為 f(x) 當 x 趨近 b 時的極限值。

附ຏ 注意到定義中的 0 < |x− b| < δ 告訴我們，f(b) 並不必為 a。

附ຏ 有時候我們會說一個數列或函數的極限是 ∞(或是 −∞)，意思是說給定任意大的
數 (負的任意大的數) 都可以找到足夠靠近或是足夠多項以後 (取決於在講數列或是函數
的極限)，每一項都比這個數大 (小)。詳細的定義留給讀者自己寫寫看。

性質 5 極限值不一定存在，但若存在則極限值唯一。

證明: 若 a ̸= a′ 都是某個收斂的極限值，則在定義中選取 0 < ε < |a−a′|
2 ，就會發現取值

必須在 (a− ε, a+ ε) 中，也必須在 (a′ − ε, a′ + ε) 中，但這兩者沒有交集，矛盾！

性質 6 若 limn→∞ an, limn→∞ bn 皆存在，則：

1.limn→∞ an ± limn→∞ bn = limn→∞ an ± bn

2.limn→∞ an × limn→∞ bn = limn→∞ an × bn

3. 若 limn→∞ bn ̸= 0，則 limn→∞ an ÷ limn→∞ bn = limn→∞ an ÷ bn

證明: 在這裡我們將只證明 + 的情況，剩下部分手法類似，留給讀者自行思考，若有疑

問，筆者相信坊間任意一本微積分教科書都有其證明。

假設 limn→∞ an = a, limn→∞ bn = b，給定任意 ε > 0，根據定義存在 N1 使得對於所有

n > N1，|an − a| < ε
2(將定義中的 ε 用 < ε

2 代入即可得到)，同理存在 N2 使得對於所有

n > N2，|bn − b| < ε
2，取 N = max{N1, N2}，則對於所有 n > N

|(an + bn)− (a+ b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| < ε

故可得到數列 an + bn 的極限值為 a+ b，得證！
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定理 3 (夾擠定理) 如果 an ≤ bn ≤ cn，且

lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn, lim
n→∞

cn

皆存在，則 limn→∞ an ≤ limn→∞ bn ≤ limn→∞ cn。

更進一步的，若假設 an ≤ bn ≤ cn，且

lim
n→∞

an, lim
n→∞

cn

存在且相等，則 limn→∞ bn 存在且與其餘兩者相同。

證明: 令 limn→∞ an, limn→∞ bn, limn→∞ cn 分別為 a, b, c，對於所有 ε > 0，存在一個 N

使得對於所有 n > N

|an − a| < ε, |bn − b| < ε, |cn − c| < ε

所以我們可以得到

a− 2ε < an − ε ≤ bn − ε < b < bn + ε ≤ cn + ε < c+ 2ε

對於所有 ε > 0 皆成立，所以 a ≤ b ≤ c。

而第二部分的證明，令 limn→∞ an = limn→∞ cn = k，對於所有 ε > 0，存在一個 N 使

得對於所有 n > N

|an − k| < ε, |cn − k| < ε

然而因為 bn 界在 an, cn 中間，所以 |bn − k| < ε，也就得到了 limn→∞ bn = k。

類似的我們也有函數版本的這些性質，而證明皆與數列版本類似：

性質 7 令 b ∈ [−∞,∞]，若 limx→b f(x), limx→b g(x) 皆存在，則：

1.limx→b f(x)± limx→b g(x) = limx→b f(x)± g(x)

2.limx→b f(x)× limx→b g(x) = limx→b f(x)× g(x)

3. 若 limx→b g(x) ̸= 0，則 limx→b f(x)÷ limx→b g(x) = limx→b f(x)÷ g(x)

定理 4 (夾擠定理) 令 b ∈ [−∞,∞]，如果 f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)，且

lim
x→b

f(x), lim
x→b

g(x), lim
x→b

h(x)

皆存在，則 limx→b f(x) ≤ limx→b g(x) ≤ limx→b h(x)。

更進一步的，若假設 f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)，且

lim
x→b

f(x), lim
x→b

h(x)

存在且相等，則 limx→b g(x) 存在且與其餘兩者相同。

在了解了極限的定義後，我們可以更進一步的定義最小上界以及最大下界，並在對

他取極限以了解數列或函數在趨近時的情形。
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定義 12 給定一個非空實數集合 S，我們稱 S 有上界代表存在一個 M ∈ R，使得對於
所有 x ∈ S，x ≤ M，而 M 稱為 S 的一個上界；類似的我們可以定義 S 的下界；若 S

有上下界則稱為 S 有界。

性質 8 一個遞增有上界的數列會收斂，類似的一個遞減有下界的數列也會收斂。

證明: 假設 a1, a2, ... 是一個遞增有上界的數列，若他不是柯西數列，則存在一個 ε > 0

使得對於所有 N ∈ N，都存在一組 m,n > N 使得 |am − an| > ε，故可以得到有無窮多

組這樣的 m,n，但根據遞增性，我們可以推出該數列沒有下界，矛盾！而根據實數的完

備性，我們可以得到該數列收斂。

定義 13 給定一個實數集合 S，若 S 有上界，則所有 S 的上界中存在一個最小值，這

個值稱為 S 的最小上界，記為 supS；類似的我們可以定義 S 的最大下界，記為 infS。

證明: 以下將大致敘述最小上界的存在性：我們考慮先取一個上界以及一個不是上界的
數，每次操作都取現有兩數的平均，若這個平均是一個上界則取代原本的上界，否則則

取代不是上界的數，並把被捨棄掉的數紀錄下來，如此操作那些被捨棄的數會形成一個

數列，然後此數列兩兩之間的距離會一直變小，容易的可以證明他是一個柯西數列，根

據實數的完備性他會收斂，然而這個收斂值可以證明他是一個上界，而且他是最小的，

這兩部分若讀者足夠了解定義就可以自行證明，所以留給讀者思考。

定義 14 定義上極限 lim sup 為：

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

( sup
m>n

am)

lim sup
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(sup
y>x

f(y))

lim sup
x→b

f(x) = lim
ε→0+

( sup
x∈[b−ε,b+ε],x̸=b

f(x))

類似的可以定義下極限 lim inf。

性質 9 若 lim sup = lim inf，則極限存在，且與前述之值相同。反之，若極限存在，則
lim sup = lim inf 且與極限值相同。

證明: 前者使用夾擠定理即可得到這個事實，後者則是由極限的定義可以直接推得。

定義 15 定義一個函數 f(x) 在 x0 連續為：

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

也就是 f(x) 當 x 趨近 x0 的極限值是 f(x0)。定義 f(x) 在一個集合上連續代表 f(x) 在

這集合內所有點都連續。
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性質 10 多項式、有理函數、指數、對數、三角函數在有定義的地方都是連續函數。

證明: 略。

性質 11 f(x), g(x) 都是連續函數，則 f(g(x)) 在有定義的地方都是連續函數。

證明: 首先根據 g 的連續性，隨著 x 夠靠近 x0，g(x) 會夠靠近 g(x0)，所以

lim
x→x0

f(g(x)) = lim
y→g(x0)

f(y) = f(g(x0))

其中第一個等號是因為後者存在 (f 的連續性)，所以前者存在且等於後者。所以 f(g(x))

是一個連續函數。

定理 5 (中間值定理) 如果 f 在 [a, b] 連續，則給定 y 介在 f(a) 跟 f(b) 中間後，存在

c ∈ [a, b] 使得 f(c) = y。

證明: 證明方法與證明最小上界的存在性類似，先取 a, b，每次操作考慮兩者中點，並用

他取代跟他在 y 同側的那個，並用捨棄掉的數形成一個數列，這個數列是一個柯西數列，

根據 f 的連續性，該數列的收斂值所取到的 f 值就會是 y 了。

性質 12 一個連續函數 f 在 [a, b] 上一定取的到最大值 (最小值)。

證明: 首先注意到 f 在 [a, b] 上的最小上界 M 存在 (可能是 +∞)，而且根據最小上界的
定義，我們可以取到一個數列 an 滿足

lim
n→∞

f(an) = M

我們考慮每次操作將區間分成一半，並選擇含有無窮多項 an 的區間，然後從 an 數列在

這個區間中的數中任選一項，並把他之前的數列都忘掉，反覆進行此操作可以得到一個

an 的子數列 km，而且這個子數列是一個柯西數列，所以它有收斂值 k，而根據連續函數

的定義

f(k) = lim
m→∞

f(km) = lim
n→∞

f(an) = M

所以連續函數在閉區間上可以取到最大值 (這同時也證明了 M ̸= +∞)。同理也可以取到
最小值。

附ຏ 上述證明中其實展示了任意一個 [a, b] 區間中的數列都會有一個收斂子數列，這性

質稱為數列緊緻，而在歐式空間中這等價於緊緻，也等價於閉且有界，但這都涉及到點

集拓墣的的一些知識，在這裡不多加說明，但我們會得到以下的定理。

定理 6 (Bolzano–Weierstrass 定理) 給定一個無窮數列 a1, a2, ... 且對於所有 i，ai ∈
[a, b]。則我們可以找到一個子數列 ai1 , ai2 , ... 會收斂。
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定理 7 一個遞增 (或遞減) 的函數在 [a, b] ⊆ R 上除了可數多個點之外都連續。

證明: 我們可以觀察那些不連續點，並定義他「跳起來」的高度為它的右極限減左極限，
注意到跳起來的高度大於 1

n 的點只有有限個 (頂多 ⌊n|f(b) − f(a)|⌋ 個)，所以我們就可
以先數跳起來高度比 1 大的那些點，再數比 1

2 大的那些點，依序下去就把所有不連續點

數完了，所以他們可數。

定義 16 一個實數函數 f 是均勻連續的代表

∀ε > 0,∃δ > 0, s.t. 0 < |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

附ຏ 上述的定義其實是說，f 是一個連續函數，且在連續的定義當中，給定 ε，可以找

到一個 δ 滿足連續的定義，且這個 δ 對於每一點都適用。

性質 13 一個閉區間上的連續函數是均勻連續的。

證明: 令 f 是一個定義在 [a, b] 上的連續函數，假設 f 不均勻連續，則存在一個 ε > 0，

讓我們對於所有 1
n，都可以找到 xn, yn 滿足 |xn − yn| < 1

n，但是 f(xn)− f(yn) > ε，然

而根據閉區間的數列緊緻性 (在性質12的證明時有提及)，我們可以找到 xn 的一個收斂子

數列 xn1
, xn2

, ...，假設他收斂到 z，則 yn1
, yn2

, ... 也收斂到 z，但是

0 = f(z)− f(z) = lim
n→∞

f(xn)− lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

f(xn)− f(yn) > ε

矛盾！

ግ習 2 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y ∈ R+：

xf(x+ y)(yf(x) + 1) = 1

證明: 注意到對於任意 a < b，都可以找到 0 < c < a，在原式代入 (x, y) = (c, a −
c), (c, b− c)，可以得到 f(a) > f(b)，也就是 f 是一個遞減函數，根據定理7，f 除了可數

多個點之外都連續，所以至少有一個點連續，假設為 t。給定任意 r > t，取 y = r − t，

則

lim
x→t

f(x+ r − t) = lim
x→t

1

x(yf(x) + 1)
=

1

t(yf(t) + 1)
= f(r)

故 f 在 r 連續，類似的給定任意 r < t 我們也能得到他在 r 連續。所以我們會有

f(x) = lim
y→0+

f(x+ y) = lim
y→0+

1

x(yf(x) + 1)
=

1

x

代回驗證符合。

ግ習 3 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 a, b, c ∈ R+：

a, b, c可以形成三角形⇔ f(a), f(b), f(c)可以形成三角形
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證明: 若 lim supx→0+ f(x) 非零或不存在，則可以找到 t, k > 0 以及數列 a1, a2, ... 滿足：

1.limn→∞ an = 0

2. 對於所有 n ∈ N，f(an) > k

3.f(t) < 2k

取 (a, b, c) = (t, an, an)，當 n 足夠大時可以得到矛盾！而 lim infx→0+ f(x) ≥ 0 所以

limx→0+ f(x) = 0。

給定 f(a) > ε > 0，取 (a, b, c) = (a, δ, x)，其中 δ 足夠小，使得 f(δ) < ε，則對於

所有 x ∈ (a− δ, a+ δ)，f(x) ∈ (f(a)− ε, f(a) + ε)，故 f 是一個連續函數。

若存在 (a, b, x0) 滿足 x0 ≥ a+ b，且 f(x0) ≤ |f(a)− f(b)|，則根據中間值定理可以
推得，對於任意 x ≥ a + b，f(x) ≤ |f(a) − f(b)|，取 y ≥ 2a + 2b，令 w ∈ {a, b} 為 f

值較大的那個，原式代 (w,w, y)，則 w,w, y 不能形成三角形但 f(w), f(w), f(y) 卻可以，

因為 f(y) < 2f(w)，矛盾！所以 f(a+ b) ≥ f(a) + f(b)。

考慮原式代入 (a, b, a+ b− ε)，可以得到 f(a+ b− ε) < f(a) + f(b)，令 ε → 0，由

於 f 是連續函數，故 f(a+ b) ≤ f(a) + f(b)，綜合上述得到 f(a) + f(b) = f(a+ b)，且

f ≥ 0，故 f(x) = cx，其中 c 是某個常數，代回驗證符合。

ግ習 4 (2016 APMO P5) 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y, z ∈ R+：

(z + 1)f(x+ y) = f(xf(z) + y) + f(yf(z) + x)

證明: 如果存在一個數列 an > 0 滿足：

1.limn→∞ an = 0

2.limn→∞ f(an) = ∞
我們可以不失一般性假設這個數列每一項都小於 1(忘掉數列前幾項即可)，在原式中

代入 y = 1− x, z = an，可以得到

f(xf(an) + (1− x)) < (an + 1)f(1) < 2f(1)

這也就告訴我們 (1, f(an)) 之間的 f 值都會被 2f(1) 壓制住，把 n 趨近無限大就可

以得到 (1,∞) 間的 f 值有上界 2f(1)，考慮在原式中代入 x > 1, y > 1, z 超大，就會發

現右式比 4f(1) 小，但左式可以任意大，矛盾！

也就是說上述 an 不存在，所以 lim supx→0+ f(x) 存在。

假設 lim supx→0+ f(x) = k，可以取到數列 xn > 0 滿足：

1.limn→∞ xn = 0

2.limn→∞ f(xn) = k

在原式中代入 x = y = xn

2 並讓 n → ∞，則我們會有

(z + 1)k = lim
n→∞

(z + 1)f(xn) = lim
n→∞

2f(xnf(z) + xn) ≤ 2k

所以 k = 0，也就是說 limz→0+ f(z) = 0。接著證明 f 遞增：

首先我們會有 (z + 1)f(x+ y) > f(xf(z) + y)，若存在 a > b, f(a) < f(b)，解以下方程：

x+ y = a, xf(z) + y = b
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得到

x =
a− b

1− f(z)

y =
b− af(z)

1− f(z)

由於 limz→0+ f(z) = 0，故我們可以取到 z 讓 z, f(z) 都足夠小，讓上述方程 x, y 有

正實數解，且 z + 1 < f(b)
f(a)，進而得到矛盾，所以 f 遞增。

令 z → 0 並令 g(x) = limh→0+ f(x+ h)，則有

f(x+ y) = g(x) + g(y)

用 y + ε 代入 y 並令 ε → 0+，得到

g(x+ y) = g(x) + g(y), g ≥ 0

所以 g(x) = cx，其中 c 是某個常數，所以 f(x) = cx 帶回原式得到 c = 1。

5 微分

微分是一種瞭解函數在一個點附近的變化的方法，而微分的定義其實就是割線斜率的

極限。

定義 17 實數函數 f(x) 在 a 可以一次微分 (可微分) 定義為：

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

存在，並且我們把上述的值記做 df
dx(a) 或是 f ′(a)，稱為 f(x) 在 a 的微分值。

性質 14 如果 f 在 a 可微，則 f 在 a 連續。

證明:
lim
x→a

f(x)− f(a) = lim
x→a

(x− a)× lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= 0

故 f 在 a 連續。

性質 15 如果 f, g 都可微，則：

1.(f ± g)′ = f ′ ± g′

2.(fg)′ = f ′g + g′f

3. 若 g(a) ̸= 0，則 (fg )
′ = f ′g−g′f

g2

證明: 第一條是因為：

lim
x→a

f(x) + g(x)− f(a)− g(a)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
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第二條則是：

lim
x→a

f(x)g(x)− f(a)g(a)

x− a
= lim

x→a

f(x)g(x)− f(a)g(x) + f(a)g(x)− f(a)g(a)

x− a

= lim
x→a

(f(x)− f(a))g(x) + f(a)(g(x)− g(a))

x− a

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
g(x) + lim

x→a
f(a)

g(x)− g(a)

x− a

= f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

第三條留給讀者自行嘗試。

性質 16 如果 f 在 a 可微，g 在 f(a) 可微，則 (g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a)

證明: 如果 f 在 a 點附近不是常數 (不存在一個包含 a 的區間讓 f 在上面是常數) 的話

lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

x− a
= lim

x→a

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
× lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= g′(f(a))f ′(a)

如果 f 在 a附近是常數的話，則 g◦f 在 a附近也是常數，兩者微分皆為 0，故得證。

性質 17 如果 f 跟 g 互為反函數，f 在 a 可微且 f ′(a) ̸= 0 則 g 在 f(a) 可微且

g′(f(a)) = 1
f ′(a)

證明: 因為反函數的圖形對 y = x 這條線是對稱的，所以不難得出上述公式。

性質 18 以下都是對 x 微分：

1.(xa)′ = axa−1

2.(ex)′ = ex(其中 e := limn→∞(1 + 1
n)

n)
3.(logx)′ = 1

x(其中 log = loge)
4.(sinx)′ = cosx
5.(cosx)′ = − sinx

證明: 略。

定理 8 (微分均值定理) 如果 f 在 [a, b] 可微，則存在 c ∈ (a, b) 使得：

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

證明: 令 k = f(b)−f(a)
b−a ，並令 g(x) = f(x) − kx，則 g 也是一個可微 (所以連續) 的函

數。根據性質12我們可以在 [a, b] 裡面取到 g 的最大值及最小值，由於 g(a) = g(b)，所

以取到最大值跟最小值的點至少一者會落在 (a, b) 中，令其為 c，不失一般性假設 g(c)

取到最大值，若 g′(c) > 0，則在 c 的右邊一點點可以找到一個點使其代入 g 之值比 g(c)

大 (細節讓讀者自行嘗試)，類似 g′(c) < 0 也不會成立，故 g′(c) = 0，也就可以得到

f ′(c) = k。
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6 積分

這單元講的積分都是黎曼積分，不過實際上本單元採用的定義是達布 (Darboux) 的定義。

定義 18 定義 S 是 [a, b]的一種分割代表說 S = {x0, ..., xn|a = x0 < x1 < ... < xn = b}，
而 |S| 表示 maxn

i=1(xi − xi−1)，也就是 S 中最大區間的大小。

定義 19 定義 U(f, S) := Σn
i=1fi(xi − xi−1)，其中 fi 是 f 在 [xi−1, xi] 的最小上界，

類似的我們可以定義 L(f, S)，就是把上述的最小上界換成最大下界。進一步定義

U(f) := infS U(f, S)，類似可以定義 L(f) := supS L(f, S)。

定義 20 一個實數函數 f 在 [a, b](黎曼) 可積定為：

U(f) = L(f)

而我們就可以定義 f 在 [a, b] 上的積分值：∫ b

a

f(x)dx := U(f)

附ຏ 上述定義也就是當 S 把 [a, b] 切的夠細的時候，f 的上和跟下和要夠接近。注意到

上述定義要求 f 在 [a, b] 上有界。

性質 19 若 f 在 [a, b] 上連續，則 f 在 [a, b] 上可積。

證明: 由於 f 在閉區間上連續，所以 f 均勻連續，若給定任意 ε > 0，我們都可以找到一

個 δ 滿足均勻連續的條件，此時我們只要將區間切得比 δ 還要細，我們就可以得到一組

上和與下和，他們之間的差不超過 ε(b − a)，而我們可以取 ε 任意的小，所以 f 就滿足

可積的定義了。

性質 20 如果 f 在 [a, b] 可積，則 f 在 [c, d] ⊆ [a, b] 可積。

證明: 考慮把原本的 [a, b]切割放在 [c, d]看，如此一來可以證出 [a, b]的 U(f)−L(f)一定

會比 [c, d]的大 (不論 f 是否可積)，若 f 在 [a, b]可積則可以推出 [c, d]的 U(f)−L(f) =

0，也就是 f 在 [c, d] 可積。

定義 21 定義 f 的不定積分 F 為

F (x) =

∫ x

a

f(u)du

定義 22 若 b > a，則
∫ a

b
f(x)dx := −

∫ b

a
f(x)dx

性質 21 若 f 在 [a, b], [b, c] 上都可積，則 f 在 [a, c] 上可積且∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx
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證明: 每一種 [a, c] 的分割我們都可以多加一刀切在 b 的，然後就可以照定義驗證了。

定理 9 (積分均值定理) 若 f 是一個 [a, b] 上的連續函數，則存在一個 c ∈ [a, b] 使得

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

證明: 根據定義，上式中右式的值會介在 f 在 [a, b] 區間中的最小值與最大值中間，然而

根據性質12，可以在區間內分別取到最大與最小值，在使用中間值定理就可以知道 c 存

在了。

附ຏ 實際上有更強版本 (加權版本) 的均值定理，有興趣的讀者可以自行上網搜尋。

定理 10 (微積分基本定理) 如果 f 連續，則 f 不定積分後微分還是自己。

證明: ∫ x

a
f(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx

x− b
=

∫ x

b
f(x)dx

x− b

而後者根據均值定理可以得到他會等於 [x, b] 區間中的某點的 f 值，然而當我們取極限

limx→b 時，那個「某點」會趨近到 b，所以上式的值會趨近到 f(b)，也就得證了！

定理 11 (微積分基本定理) 如果 f 可微，而且微分後連續，則 f 跟 f ′ 的不定積分只差

一個常數。

證明: 事實上我們將證明：
f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(x)dx

由於我們給定任意一個分割 S，考慮對 [xi−1, xi] 使用微分均值定理，可以得到：

f(b)− f(a) =

n∑
i=1

f ′(ti)(xi − xi−1)

其中 ti ∈ [xi−1, xi]，然而若我們取 |S| → 0，左式不變，而右式會介在 U(f ′) 與 L(f ′) 中

間，所以正是
∫ b

a
f ′(x)dx。

性質 22 (變數代換) 設 f 在 [a, b] 連續，g 取值在 [a, b] 且遞增 (或遞減) 可微，則：∫ b

a

f(x)dx =

∫ g−1(b)

g−1(a)

f(g(u))g′(u)du

其中 g−1 代表反函數。

證明: 考慮將兩邊 b 視為變數並對 b 微分，由性質17可以得到兩式微分相同，然而根據
微積分基本定理以及 b 代 a 時左右皆為零可以得到左右式恆等。

附ຏ 通常在使用時不會要求 g 遞增或遞減，但是如此一來 g(−1) 並不唯一，要小心選

取，而實際上的則是把 g 拆成遞增段及遞減段分別使用此性質再做加總。
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性質 23 (分部積分) 設 f, g 在 [a, b] 可積，則：∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

證明: 考慮將性質15的 2. 積分並用微積分基本定理即可得到。

7 常微分方程

常微分方程是指只有一個變數並只對其微分的所組成的方程，然而本章只是粗略的

介紹幾個常見的一個函數的形式，而我們所要求解的函數在範圍內都是可微的，通常要

求可微的次數都是在方程式中該函數被微分的次數。

性質 24 一個微分方程形如 du
dx = P (u)Q(x) 的話，那我們可以先把式子改寫成

1

P (u)

du

dx
= Q(x)

兩邊同時對 x 積分得到 ∫
1

P (u)

du

dx
dx =

∫
1

P (u)
du =

∫
Q(x)dx

然後就可以解出 u 了，其中必須注意到上述不定積分會差一個常數。

性質 25 一個微分方程如果形如 anu
(n) + ...+ a1u

′ + a0u = 0，其中 u(k) 代表 u 的 k 次

微分，且令 anx
n + ... + a1x + a0 = 0 的解為 λ1, ..., λr，其中 λi 有 mi 重根，則上面那

個微分方程的所有解都可以寫成

u(x) =

r∑
i=1

Pi(x)e
λix

其中 Pi 是一個次數小於 mi 的多項式。

證明: 首先注意到我們如果把「對 x 微分」當成一個把函數送到函數的函數 (實際上是一
個線性變換)，並記做 D，則原式可以改寫成

r∏
i=1

(D − λi)
miu = 0

然而根據線性代數的一些理論 (有興趣的讀者可以搜尋「特徵值」、「特徵空間」)，
我們只需要解 r = 1 的情形，一般情形可以用這些解生成出來 (或是說就是由各個的解各
取一組加起來)。
所以我們考慮解以下方程

(D − λ)mu = 0

考慮對 m 進行數學歸納法。當 m = 1 時，用與性質24相同的方法：

u′ = λu
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所以
u′

u
= λ

兩邊同時對 x 積分可得

logu = λ+ c

也就是

u(x) = ceλx

對於一般的 m，假設命題對於所有比 m 小的正整數皆成立，則實際上我們要解的是

u′(x)− λu(x) = P (x)eλx

其中 P 是一個次數小於 m− 1 次的多項式。令 u(x) = R(x)eλx，代入上式可以變為

R′(x)eλx +R(x)λeλx − λR(x)eλx = P (x)eλx

也就是 R′(x) = P (x)，所以 R(x) =
∫
P (x)dx+ c 是一個小於 m 次的多項式。

性質 26 一個微分方程如果形如 anu
(n) + ...+ a1u

′ + a0u = f，且 g 是它的一組解，則

所有解都可以寫成

u(x) = g(x) +

r∑
i=1

Pi(x)e
λix

其中 Pi 是一個次數小於 mi 的多項式。

證明: 注意到 u− g 是一組性質25的解，故本微分方程的所有解正是如此。

8 勒貝格單調微分定理

這個章節將要介紹勒貝格微分定理，然而這個定理是一個非常強大的定理，他的證

明十分複雜，所以在這個章節中我們不會證明他，但會示範如何使用它。

定義 23 我們說 S ⊆ R 的測度為零代表

∀ε > 0,∃[ai, bi], i = 1, 2, ..., s.t. S ⊆
∞∪
i=1

[ai, bi],Σ
∞
i=1bi − ai < ε

附ຏ 上述定義的意思是說，給定任意小的 ε，我們都能用總長度不超過 ε 的可數多個

區間蓋住 S，所以 S 想像中不能有「長度」。

然而在標準的測度論中，可以定義出 R 中某些集合的測度，而一個滿足上述定義的測度
為零的集合，可以證明它在測度論中是「可測」的，而且其測度正是 0。

性質 27 任意可數多個測度為零的集合聯集後依然測度為零，並可以推得任意可數多個

點形成的集合測度為零。
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證明: 假設 S1, S2, ... ⊆ R 皆測度為零，給定任意 ε > 0，由測度為零的定義可以知到，

我們可以用長度總和不超過 ε
2i 的可數多個區間把 Si 蓋住，考慮把這些區間都蒐集起來，

則我們可以用總長度不超過 ε 的可數多個區間蓋住 S = ∪∞
i=1Si，故得證。

定義 24 我們說一個性質幾乎處處成立代表說這個性質不成立的地方測度為零。

定理 12 (勒貝格單調微分定理) 如果 f 遞增 (或遞減)，則 f 幾乎處處可微。

ግ習 5 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y ∈ R+：

f(x)f(y) = f(x+ yf(x))

證明: 首先注意到若存在 f(a) < 1，則在原式中代入 (x, y) = (a, a
1−f(a))，得到 f(a) = 1，

矛盾！

所以對於所有 x 都有 f(x) ≥ 1，所以 f 遞增，然後可以把原式改寫成 (1)：

f(x+ yf(x))− f(x)

yf(x)
=

f(y)− 1

y

然後使用勒貝格單調微分定理可以找到一點 x0 使得 f 在 x0 可微，然後 x 代 x0，

y → 0+，可以得到：

lim
y→0+

f(y)− 1

y

存在，令此值為 c，所以就會有

lim
y→0+

f(x+ yf(x))− f(x)

yf(x)
= c

對於任意 x 皆成立，然後如果在 (1) 中代入 x = a, y = b−a
f(a)(其中 b > a) 就會有

f(b)− f(a)

b− a
=

f( b−a
f(a))− 1

b−a
f(a)

然後讓 a → b−，就會有 b−a
f(a) → 0+，所以

lim
a→b−

f(b)− f(a)

b− a
= c

所以 f 在 R+ 上都可微，且

f ′(x) = c

所以 f(x) = cx+ d，剩下代回驗證即可知道哪些是解了。

ግ習 6 給定正整數 n，求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y ∈ R+：

f(xn)− f(yn) = (x− y)
n−1∑
k=0

f(xkyn−1−k)
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證明: 首先注意到原式直接保證了 f 是遞增的。接著我們要證明 f 是處處連續的。在原

式中考慮 y 趨近於 x，則因為
∑n−1

k=0 f(x
kyn−1−k) 是有界的 (因為 f 式遞增函數)，所以

右式會趨近於 0，而左式就告訴我們 f 在 xn 這個點連續，而 xn 可以取遍整個 R+，所

以 f 處處連續。

接著將原式兩邊同除以 xn − yn，得到

f(xn)− f(yn)

xn − yn
=

∑n−1
k=0 f(x

kyn−1−k)∑n−1
k=0 x

kyn−1−k

在上式中讓 y 趨近 x 可以得到 f 處處可微分，且

f ′(xn) =
f(xn−1)

xn−1

但注意到這種取值位置不同的微分方程我們根本不會解，所以要想辦法把右式換掉。考

慮把原式中 y 趨近到 0，並令 limx→0+ f(x) = k(這個趨近遞減有下界，所以極限值存
在)，可以得到

f(xn)− k = x(f(xn−1) + (n− 1)k)

而在上式中 x 代 1 可以得到 k = 0，也就是

f(xn−1)

xn−1
=

f(xn)

xn

所以就變成要解微分方程

f ′(x) =
f(x)

x
, f(0) = 0

所以得到 f(x) = cx，代回驗證符合！

ግ習 7 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y ∈ R+：

f(x) = f(x+ y) + f(x+ f(y)− f(x+ y))

證明: 首先，可以發現 f 是一個遞減函數。如果有上界 f，也就是說

lim
x→0+

f(x) < ∞

取 y = x → 0+，則 x, x+y, x+f(y)−f(x+y)都會趨近到 0，也就是說 limx→0+ f(x) = 0，

這跟 f 是一個正到正的遞減函數矛盾！

如果 f 在某點不連續，假設為 x0，則我們可以取兩個數列 a1, a2, ... 及 b1, b2, ... 使得

an → x−
0 且 bn → x+

0。代入 y = an, x = bn − an 我們可以得到

f(bn − an) = f(bn) + f(bn − an + f(an)− f(bn)) ≤ f(x0) + f(k)

其中 k = limx→x−
0
f(x)− limx→x+

0
f(x) > 0，讓 n → ∞ 就會得到矛盾，因為 bn − an →

0+。
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考慮取 x → ∞，我們可以使 x, x + y, x + f(y) − f(x + y) 皆趨近到無窮，所以可得

limx→∞ f(x) = 0。考慮改寫原式會有

f(x+ f(y)− f(x+ y))− f(x)

f(y)− f(x+ y)
=

−f(x+ y)

f(y)− f(x+ y)

使用勒貝格單調微分定理，我們會有 f ′ 幾乎處處存在。所以對於所有 x 讓 f 在該點可

微，我們都有

f ′(x) = lim
y→∞

−f(x+ y)

f(y)− f(x+ y)

因為 f(y)− f(x+ y) → 0 當 y → ∞。
我們還可以重寫上式

f ′(x)− 1

f ′(x)
= lim

y→∞

f(y)

f(x+ y)

注意到對於任意的 x，若右式存在且不為 1，則 f ′(x) 也存在因為我們可以將左式合成
−1
t−1 得到 f ′(x)。注意到若右式趨近 +∞，f ′(x) = 0 依然存在。

然而，我們有

lim
y→∞

f(y)

f(a+ y)
lim
y→∞

f(y)

f(b+ y)
= lim

y→∞

f(y)

f(a+ y)
lim
y→∞

f(a+ y)

f(a+ b+ y)
= lim

y→∞

f(y)

f(a+ b+ y)

當 limy→∞
f(y)

f(a+y) 及 limy→∞
f(y)

f(b+y) 皆存在時成立。而且，最後一項要比 1 大因為

f ′(a), f ′(b) ≤ 0 且 f ′(a)−1
f ′(a) , f

′(b)−1
f ′(b) > 1。所以對於任意的 x，要證明 f ′(x) 存在只需要找

到 a, b 使得 a+ b = x 且 f ′(a) 及 f ′(b) 皆存在。

假設 f ′ 在 S 上存在且 R \ S 測度為零，則對於任意的 x，(0, x) ∩ S ∩ (x− S) 是非空的，

因為 (R \ S) ∪ (R \ (x− S)) 是測度零的。取 a ∈ (0, x) ∩ S ∩ (x− S)，並令 b = x− a 我

們可以得到 f ′(x) 存在。

接著，令

g(x) = log f ′(x)− 1

f ′(x)
,

我們可以得到 g : R+ → (0,∞] 滿足科西方程。注意到我們不需要也不能用 ∞ 減 ∞，但
我們依然可以說 g 滿足科西方程。

然而，容易驗證 g 不能同時取值有限及無窮。所以我們可以得到 g(x) = rx，其中 r 是某

個可能是 ∞ 的常數。所以
log f ′(x)− 1

f ′(x)
= rx

解 ODE 可得
f(x) = x− 1

r
log(erx − 1)

若 r ∈ (0,∞)。或是 f(x) = 常數若 r = ∞，而後者並不是解，我們還可以驗證前者真的
是解！

9 習題

ግ習 8 求所有 f : R+ → R+ 滿足對於所有 x, y ∈ R+：

f(y)f(xf(y)) = f(x+ y)
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ግ習 9 求所有 f : R → R 滿足對於所有 x, y ∈ R：

f(x2 + f(x)y) = f(x)2 + xf(y)
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